Dimension du commutant

Lemme — VA € M,, (K), dimC(A) > n.

DEMONSTRATION
On note K la cloture algébrique de K. Le polyndme caractéristique x4 y est

scindé et A y est trigonalisable : il existe P € GL,, (K) et T € 7T, (K) (triangu-
laire supérieure) tels que A = PT P!,

Onvose o« MnK) = My (K) o My (K) = M, (K)
POSE¥ X AX—XA TP X T s AX-XAC
Le cceur de la démonstration repose sur les égalités

C(A) =kerpetrg ¢ =rg Q.

On note £ = PT, (F) P~ sous-espace verctoriel de M,, (F)

On remarque que
VX =PX'P'c E, P'¢(X)P =TX' — X'T triangulaire supérieure stricte

ce qui donne
n(n —1)

g (¢lp) =18 (P~'¢|p P) < 5

D’ou

dimker ¢ > dimker ¢ |p= dim E —rg (¢|5) = dim T, (K) —1g (¢]5) = n.
Or

dimker ¢ = dimg M,, (K) —rg (¢) = dimg M,, (K) —1g ($) = dimker $.

On conclut
dimC(A) = dimker ¢ > n.

O
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Lemme — VA € M, (K), dimC(A) = deg s < n.

Théoreme
Soit A € M,, (K). Alors C(A) = K[A] & pa = xa.

DEMONSTRATION
< On suppose fig = XA-
On sait qu’il existe x € K" tel que 14, = j14 qui est de degré n.

En particulier, (z, Ax, ..., A" 'z) est une base de K. A est cyclique.
L’ application v : C(BA) : gx est injective.

En effet, si Bx = 0 alors
Vk € [0;n — 1], BA*z = A*Bx = 0.
Comme (A" )4e[o;n—1] forme une base de K™, on en déduit que B = 0.

Par théoreme du rang, on obtient
dimC(A) =rg ¢ < dim K" = n.

D’apres les lemmes, dim K[A] = netdimC(A) = n.
On conclut par I’inclusion K[A] C C(A).

= On suppose C(A) = K[A].
D’apres les lemmes on en déduit que dim C(A) = dim K[A] = n, soit

deg g = n.

Comme j14 | x4, on conclut par égalité des degrés. OJ
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